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1 Âúâåäåíèå.
1.1 Åäíîìåðåí ñëó÷àé.

Ùå ðàçãëåäàìå åäèí åäíîìåðåí ïðîñò ïðèìåð:
Íåêà âúðõó ðåàëíàòà ïðàâà ñà äàäåíè òðè ðàçëè÷íè òî÷êè x2 < x0 < x1 è íåêà
çàäàäåì òðè ñòîéíîñòè â òåçè òî÷êè - z2, z0, z1 ∈ R, òàêèâà ÷å ÷èñëîòî
z1 − z0

x1 − x0

− z0 − z2

x0 − x2

> 0. Ìîæå äà êàæåì, ÷å èìàìå òðîéêà ñòðîãî èçïúêíàëè äàííè â
R2.

Äîáðå èçâåñòåí å "åêñòðåìàëíèÿ ïðîáëåì çà ìèíèìèçèðàíå íà åíåðãèÿòà,"ïðè
êîéòî èñêàìå äà íàìåðèì òàêàâà äâà ïúòè äèôåðåíöèðóåìà ôóíêöèÿ - èíòåðïîëè-
ðàùà òðîéêàòà äàííè, ñ ìèíèìàëíà L2− íîðìà íà âòîðàòà ñè ïðîèçâîäíà â èíòåðâà-
ëà [x2, x1]. Çíàåì, ÷å åäèíñòâåíîòî ðåøåíèå íà òîçè ïðîáëåì å åñòåñòâåíàòà êóáè÷íà
ñïëàéí ôóíêöèÿ, èëè åäèíñòâåíàòà èíòåðïîëèðàùà äâà ïúòè äèôåðåíöèðóåìà ôóí-
êöèÿ, òàêàâà ÷å âòîðàòà è ïðîèçâîäíà å íåïðåêúñíàòà, ëèíåéíà âúðõó èíòåðâàëèòå
[x2, x0]; [x0, x1], ïðèåìàùà ñòîéíîñòè 0 â äâåòå êðàéíè òî÷êè x2, x1 è ïîëîæèòåëíî
÷èñëî â öåíòðàëíàòà òî÷êà x0. Òîçè ðåçóëòàò ìîæå äà ñå äîêàæå êàòî ñå èçïîëçâàò
ñàìî äâà êëàñè÷åñêè ðåçóëòàòà - íåðàâåíñòâîòî íà Êîøè-Øâàðö è ôîðìóëàòà çà
èíòåãðèðàíå ïî ÷àñòè. Íåêà äà îòáåëåæèì åäèí èíòåðåñåí ôàêò îòíîñíî ðåøåíèå-
òî íà ãîðåïîñòàâåíèÿ åêòðåìàëåí ïðîáëåì: ðåøåíèåòî å èçïúêíàëà ôóíêöèÿ (êàêòî
äàííèòå), âúïðåêè ÷å íèå íå èçèñêâàìå òîâà îòíàïðåä. Òîçè èíòåðåñåí ôàêò íå å â
ñèëà (â îáùèÿ ñëó÷àé), êîãàòî èìàìå ñòðîãî èçïúêíàëè äàííè âúðõó ïîâå÷å îò òðè
òî÷êè âúðõó ðåàëíàòà ïðàâà.

Åäíà îò öåëèòå íà ðàáîòàòà, êîÿòî ïðåäñòàâÿìå, å (äîêîëêîòî å âúçìîæíî) äà
ïîñòàâèì è ðåøèì åäíî îáîáùåíèå â R3 íà òåçè äîáðå èçâåñòíè ðåçóëòàòè â R2.

1.2 Äâóìåðåí ñëó÷àé.
Ùå ðàçãëåäàìå îùå åäèí ïðèìåð:
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Íåêà â R2 èìàìå ñåäåìòå òî÷êè:

V0 = (0, 0), V1 = (1, 0) = −V4, V2 = (
1

2
,

√
3

2
) = −V5,

V3 = (
−1

2
,

√
3

2
) = −V6.

Çà äà ïîëó÷èì äàííè â R3, â òåçè òî÷êè çàäàâàìå ñòîéíîñòè:

z0 = −10, zi = 0; i = 1, ..., 6.

Ìîæå äà ïðåäïîëàãàìå, ÷å {zi}6
i=0 ñà èçìåðåíè ñòîéíîñòè â òî÷êèòå {Vi}6

i=0 ∈ R2,
êîèòî ñà âúðõîâå íà òðèàíãóëàöèÿòà îáðàçóâàíà îò 6-òå òðèúãúëíèêà:

(V0, Vi, Vi+1) i = 1, ..., 5 è òðèúãúëíèêà (V0, V6, V1).

Òîçè ïðèìåð å ðàçãëåæäàí â [3], êúäåòî å äîêàçàíî ñëåäíîòî:
1) Èíòåðïîëàöèîííàòà ãëàäêà ìðåæà îò êðèâè:

{fi(t) = −8t3 + 18t2 − 10; gi(t) = 6t2 − 6t}6
i=1; 0 ≤ t ≤ 1;

fi(t) å âúðõó îòñå÷êàòà [V0, Vi], i = 1...6;

gi(t) âúðõó [Vi, Vi+1], i = 1...5;

g6(t) âúðõó [V6, V1],

å òàêàâà, ÷å îñúùåñòâÿâà ìèíèìàëíà L2 íîðìà íà âòîðàòà ñè ïðîèçâîäíà èçìåæäó
âñè÷êè èíòåðïîëàöèîííè ãëàäêè ìðåæè îò êðèâè. Òóê ïîä L2 íîðìà íà âòîðàòà
ïðîèçâîäíà ðàçáèðàìå ÷èñëîòî:

√√√√
6∑

i=1

∫ 1

0
(f ′′i (t))2 dt +

6∑

i=1

∫ 1

0
(g′′i (t))2 dt.

2). Àêî îçíà÷èì:

ϕ(t) =





5(6
√

3 + 11)(
√

3− 1− t)3

13
− 30(

√
3 + 4)(1− t)

13
ïðè 0 ≤ t ≤

√
3− 1,

−30(
√

3 + 4)(1− t)

13
ïðè

√
3− 1 ≤ t ≤ 1;

ψ(t) = −15(
√

3 + 4)t(1− t)

13
,

òî èíòåðïîëàöèîííàòà, ãëàäêà, èçïúêíàëà âúðõó ðåáðàòà íà òðèàíãóëàöèÿòà ìðåæà
îò êðèâè:

{f i(t) = ϕ(t); gi(t) = ψ(t)}6
i=1; 0 ≤ t ≤ 1;

f i(t) å âúðõó îòñå÷êàòà [V0, Vi], i = 1...6;
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gi(t) âúðõó [Vi, Vi+1], i = 1...5;

g6(t) âúðõó [V6, V1],

å òàêàâà, ÷å îñúùåñòâÿâà ìèíèìàëíà L2 íîðìà íà âòîðàòà ñè ïðîèçâîäíà èçìåæ-
äó âñè÷êè èíòåðïîëàöèîííè, ãëàäêè, èçïúêíàëè âúðõó ðåáðàòà íà òðèàíãóëàöèÿòà
ìðåæè îò êðèâè.

Ñëåäâàéêè èäåèòå íà G.M.Nielson îò [1], ëåñíî ìîæå äà ïðîäúëæèì (áëåíäèðà-
ìå) âúðõó îáëàñòòà íà òðèàíãóëàöèÿòà ãîðíèòå ìðåæè îò êðèâè (êîèòî ñà â ñúùíîñò
åäíîìåðíè îáåêòè) â ãëàäêà èíòåðïîëàöèîííà ôóíêöèÿ íà äâå ïðîìåíëèâè, êàòî çà
âòîðàòà ôóíêöèÿ ùå èìàìå èçïúêíàëîñò âúðõó îáëàñòòà íà òðèàíãóëàöèÿòà (è èçîá-
ùî â R2). Òîâà ñå ïîëó÷àâà ñ ðîòàöèÿ (îêîëî ïðàâàòà ìèíàâàùà ïðåç òî÷êàòà V0 è
ïåðïåíäèêóëÿðíà íà ðàâíèíàòà XoY ) íà êðèâàòà fi â ïúðâèÿ ñëó÷àé è íà êðèâàòà f i

âúâ âòîðèÿ. Òàçè ëåñíèíà, îáà÷å, å òâúðäå èçìàìíà è ñâúðçàíà ñúñ ñèìåòðè÷íîñòòà
íà äàííèòå. Àêî èçìåñòèì ”ìàëêî” (òàêà ÷å äà çàïàçèì èçïúêíàëîñòòà íà äàííèòå)
ñàìî åäíà îò ñòîéíîñòèòå íà äàííèòå - íàïðèìåð V1 = (1 − ε,

√
1− (1− ε)2); ε > 0,

òî âñè÷êî â ñëó÷àèòå 1) è 2) ñå èçìåñòâà ñ ”ìàëêî” è òîãàâà áëåíäèðàíåòî íå ìîæå
äà ñå ïîëó÷è ÷ðåç ðîòàöèÿ. Çà äà áëåíäèðàìå ãëàäêàòà ìðåæà îò êðèâè â ïúðâèÿ
ñëó÷àé â ãëàäêà ïîâúðõíèíà, òðÿáâà äà ñè ïîñëóæèì ñ íÿêîé îò èçâåñòíèòå ìåòîäè
- íàïðèìåð ñ ìåòîäà ïðåäëîæåí îò G.M.Nielson â [1]. Âòîðèÿò ñëó÷àé (êîãàòî èñ-
êàìå äà áëåíäèðàìå ñ ãëàäêà èçïúêíàëà ïîâúðõíèíà ðåøåíèåòî íà èçïúêíàëàòà
åêñòðåìàëíà çàäà÷à) å îùå ïî-íåïðèÿòåí. Îêàçâà ñå ÷å ïðè äîñòàòú÷íî ìàëêî, ïîëî-
æèòåëíî ε, (òàêîâà ÷å äà çàïàçèì ñòðîãàòà èçïúêíàëîñò íà äàííèòå) íå ñúùåñòâóâà
íèòî åäíà ãëàäêà, èçïúêíàëà â îáëàñòòà íà òðèàíãóëàöèÿòà ïîâúðõíèíà, êîÿòî äà
ñúâïàäà ñ åäíîìåðíèòå ôóíêöèè f i âúðõó ñúîòâåòíèòå ðåáðà.

Ïî òàçè ïðè÷èíà, íèå â [3] êàçâàìå, ÷å ”îïòèìàëíàòà-âñìèñúë íà 2) ”, èçïúêíàëà
âúðõó ðåáðàòà, ãëàäêà , èíòåðïîëàöèîííà ìðåæà îò êðèâè íå âèíàãè å ”ãëîáàëíî
èçïúêíàëà”, ò.å. ìîæå äà ñå áëåíäèðà â èçïúêíàëà, ãëàäêà ïîâúðõíèíà.

Â òàçè ðàáîòà å ðåøåíà çàäà÷àòà çà ïîëó÷àâàíåòî íà ”îïòèìàëíà-â ñìèñúë íà
äåôèíèöèèòå ïî-äîëó”, ãëàäêà, èíòåðïîëàöèîííà ìðåæà îò êðèâè, âúðõó "çâåçäà-
òðèàíãóëàöèÿ,"êîÿòî ìîæå äà ñå áëåíäèðà â èçïúêíàëà, ãëàäêà ïîâúðõíèíà.

2 Ìðåæè îò êðèâè âúðõó çâåçäà-òðèàíãóëàöèÿ.
2.1 Äåôèíèöèÿ íà çâåçäà è çâåçäà-òðèàíãóëàöèÿ.

Íåêà n ≥ 3 å öÿëî ÷èñëî è Vi = (xi, yi) ∈ R2, i = 0, 1, ..., n ñà ðàçëè÷íè òî÷êè
â R2. Îçíà÷àâàìå ñ ci èíòåðâàëà [V0, Vi], i = 1, ..., n; è ïðåäïîëàãàìå, ÷å òî÷êèòå
{Vi ∈ R2}n

i=0 ñà òàêèâà, ÷å

ci ∩ cj = V0; i, j = 0, 1, ..., n; i 6= j.

Ðàçãëåæäàìå ìíîæåñòâîòî c, êîåòî ñå ñúñòîè îò âñè÷êè èíòåðâàëè ci :

c :=
n⋃

i=1

ci.
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Îðèåíòèðàíèÿò úãúë ìåæäó cj è ck îçíà÷àâàìå ≺ (cj, ck). (Èçïîëçâàìå ïîñîêà îá-
ðàòíà íà ÷àñîâíèêîâàòà ñòðåëêà.)
Ïðåäïîëàãàìå îùå, ÷å òî÷êèòå {Vi}n

i=0 ñà òàêèâà, ÷å:

0 <≺ (ck, ck+1) = inf
m=1,...,n ; m6=k

≺ (ck, cm) < π çà k = 1, 2, ..., n− 1; 0 <≺ (cn, c1) < π.

Äåôèíèöèÿ 1 Íàðè÷àìå ìíîæåñòâîòî c çâåçäà ñ íà÷àëî V0 . Îòñå÷êàòà ci â
åäíà çâåçäà íàðè÷àìå öåíòðàëíî íàñî÷åíî ðåáðî.

Âñÿêà çâåçäà ïîðàæäà è åäíà òðèàíãóëàöèÿ, êîÿòî ñå ñúñòîè îò n íà áðîé òðè-
úãúëíèöè:

/1 := (V0, V1, V2), /2 := (V0, V2, V3), ..., /n−1 := (V0, Vn−1, Vn), /n := (V0, Vn, V1).

Êîãàòî ðàáîòèì ñ ïðîèçâîëåí òðèúãúëíèê ñ âúðõîâå V1(x1, y1), V2(x2, y2), V3(x3, y3)
å óäîáíî çà âñÿêî (x, y) ∈ R2 äà âúâåäåì áàðèöåíòðè÷íèòå êîîðäèíàòè B1, B2, B3

äåôèíèðàíè ÷ðåç ðåøàâàíåòî íà óðàâíåíèÿòà:
B1x1 + B2x2 + B3x3 = x
B1y1 + B2y2 + B3y3 = y
B1 + B2 + B3 = 1.





Íåêà îçíà÷èì ñ /j ìíîæåñòâîòî îò âñè÷êè òî÷êè â R2 ñ íåîòðèöàòåëíè áàðèöåí-
òðè÷íè êîîðäèíàòè îòíîñíî âúðõîâåòå íà /j.
Äåôèíèöèÿ 2 Ìíîæåñòâîòî T (c) :=

⋃n
s=1 /s ∈ R2 íàðè÷àìå çâåçäà-òðèàíãóëàöèÿ

àêî çàòâîðåíèÿò ïîëèãîí (V1, V2, ..., Vn, V1) å ñòðîãî èçïúêíàë. Îòñå÷êèòå bs :=
[Vs, Vs+1]; s = 1, ..., n − 1 è bn := [Vn, V1] â åäíà çâåçäà-òðèàíãóëàöèÿ íàðè÷àìå ãðà-
íè÷íè ðåáðà.

Àêî T (c) å çâåçäà-òðèàíãóëàöèÿ, íåêà äåôèíèðàìå ìíîæåñòâàòà b :=
⋃n

j=1 bj, T :=
c+b. Äà îòáåëåæèì, ÷å "òúíêîòî"ìíîæåñòâî T íå å ãðàíèöàòà íà "äåáåëîòî"ìíîæåñòâî
T (c).

2.2 Äåôèíèöèÿ íà ëîêàëíè äàííè è ñòðîãî èçïúêíàëè ëîêàë-
íè äàííè âúðõó çâåçäà-òðèàíãóëàöèÿ.

Äåôèíèöèÿ 3 Íåêà zj ∈ R, j = 0, 1, ..., n. Ìíîæåñòâîòî {T (c); {Vj(xj, yj), zj}n
j=0}

íàðè÷àìå ëîêàëíè äàííè âúðõó çâåçäà-òðèàíãóëàöèÿ è ãî áåëåæèì ñ
Data := {T (c); {Vj(xj, yj), zj}n

j=0}.
Íåêà Data = {T (c); {Vj(xj, yj), zj}n

j=0} ñà ëîêàëíè äàííè. Äà ðàçãëåäàìå ôóíê-
öèÿòà L : T (c) ⇒ R ñúñ ñâîéñòâàòà, ÷å L å íåïðåêúñíàòà, ëèíåéíà âúðõó òðèúãúëíè-
öèòå íà T (c) è L(Vj) = zj ïðè j = 0, 1, ..., n; ò.å. L å ÷àòè÷íî-ëèíåéíàòà èíòåðïîëàíòà
íà äàííèòå.
Äåôèíèöèÿ 4 Êàçâàìå, ÷å ëîêàëíèòå äàííè Data = {T (c); {Vj(xj, yj), zj}n

j=0} ñà
ñòðîãî èçïúêíàëè ëîêàëíè äàííè àêî L å èçïúêíàëà â T (c) è ãðàäèåíòà íà L èìà
ïðåêúñíàòîñò îò ïúðâè ðîä íàïðå÷íî íà âñÿêî öåíòðàëíî íàñî÷åíî ðåáðî. Çà êðàò-
êîñò ùå êàçâàìå, ÷å Data ñà ÑÈËÄ â òîçè ñëó÷àé.
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2.3 Ìðåæè îò êðèâè âúðõó çâåçäà-òðèàíãóëàöèÿ. Êëàñúò C(Data)
îò ìðåæè îò êðèâè.

Íåêà F å ôóíêöèÿ íà äâå ïðîìåíëèâè, äåôèíèðàíà âúðõó çâåçäà-òðèàíãóëàöèÿòà
T (c), ò.å. F : T (c) ⇒ R. Ðåñòðèêöèÿòà íà òàçè ôóíêöèÿ âúðõó ìíîæåñòâîòî T ìîæå
äà áúäå îïèñàíà ïàðàìåòðè÷íî (íå ïî åäèíñòâåí íà÷èí) ïîñðåäñòâîì äâå ôàìèëèè
îò åäíîìåðíè ôóíêöèè, êàòî ïúðâàòà îïèñâà F ïî öåíòðàëíî íàñî÷åíèòå ðåáðà íà
T (c) − ci, à âòîðàòà ôàìèëèÿ ïî ãðàíè÷íèòå ðåáðà íà T (c) − bi. Íåêà íàðå÷åì
ïúðâàòà ôàìèëèÿ F̂(c), à âòîðàòà F̂(b). Åäíî îò âúçìîæíèòå ïàðàìåòðè÷íè îïèñàíèÿ
ìîæå äà å ñëåäíîòî:

Äåôèíèöèÿ íà F̂(c):

fs(t) = F ((1− t

||cs||)V0 +
tVs

||cs||) = F (ϕs(t), ψs(t)) ,

êúäåòî
ϕs(t) = (1− t

||cs||)x0 +
txs

||cs|| , ψs(t) = (1− t

||cs||)y0 +
tys

||cs|| ,

0 ≤ t ≤ ||cs||, ||cs|| :=
√

(x0 − xs)
2 + (y0 − ys)

2 , s = 1, 2, ..., n.

F̂(c) := {fs(t)}n
s=1

Äåôèíèöèÿ íà F̂(b):

gs(t) = F ((1− t

||bs||)Vs +
tVs+1

||bs|| ), s = 1, 2, ..., n− 1;

gn(t) = F ((1− t

||bn||)Vn +
tV1

||bn||).

F̂(b) := {gs(t)}n
s=1

Äåôèíèöèÿ 5 Äâîéêàòà ôàìèëèè îò åäíîìåðíè ôóíêöèè

F̂ = F̂(c)

⋃
F̂(b) = {{fs(t)}n

s=1, {gs(t)}n
s=1}

ùå íàðè÷àìå ìðåæà îò êðèâè âúðõó çâåçäà-òðèàíãóëàöèÿòà T (c).

Îò ãîðíàòà äåôèíèöèÿ ñå âèæäà, ÷å âñÿêà ìðåæà îò êðèâè âúðõó çâåçäà-òðèàíãóëàöèÿòà
T (c) å äåôèíèðàíà âúðõó ìíîæåñòâîòî T = c + b ⊂ T (c).

Íåêà âúâåäåì íÿêîè êëàñîâå îò ìðåæè îò êðèâè âúðõó çâåçäà-òðèàíãóëàöèÿòà
T (c) :

Êàçâàìå,÷å
F̂ = F̂(c)

⋃
F̂(b) = {{fs(t)}n

s=1, {gs(t)}n
s=1}

å îò êëàñà W [T ] àêî:

f
′′
s (t) ñúùåñòâóâà ï.í. è å îãðàíè÷åíà â [0, ||cs||], s = 1, 2, ..., n;

g
′′
s (t) ñúùåñòâóâà ï.í. è å îãðàíè÷åíà â [0, ||bs||], s = 1, 2, ..., n.

Íåêà {T (c), {Vi, zi}n
i=0} ñà ëîêàëíè äàííè âúðõó çâåçäà-òðèàíãóëàöèÿòà T (c).
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Äåôèíèöèÿ 6 (íà îñíîâåí êëàñ îò ìðåæè îò êðèâè - C(Data) ).
C(Data) ñå ñúñòîè îò òåçè ìðåæè îò êðèâè

F̂ = F̂(c)

⋃
F̂(b) = {{fs(t)}n

s=1, {gs(t)}n
s=1},

çà êîèòî :
(i) F̂ ∈ W [T ];
(ii) fi(0) = z0, fi(||ci||) = zi ïðè i = 1, 2, ..., n;
(iii) gs(0) = zs, gs(||bs||) = zs+1 ïðè s = 1, 2, ..., n− 1 è gn(0) = zn, gn(||bn||) = z1;
(iv) àêî ðàçãëåäàìå ìíîæåñòâîòî îò ôóíêöèè {fs(t)}n

s=1 êàòî êðèâè â R3,
òî â òî÷êàòà V0 ∈ R2, òåçè êðèâè èìàò îáùà äîïèðàòåëíà ðàâíèíà;

(v) àêî ðàçãëåäàìå ìíîæåñòâîòî îò ôóíêöèè {{fs(t)}n
s=1, {gs(t)}n

s=1} êàòî
êðèâè â R3, òî âúâ âñÿêà òî÷êà Vi, i = 1, 2, ..., n îò R2 , òåçè êðèâè èìàò îáùà
äîïèðàòåëíà ðàâíèíà.

2.4 Áàçèñíè ìðåæè îò êðèâè âúðõó çâåçäà-òðèàíãóëàöèÿ.
Íåêà T (c) å çâåçäà-òðèàíãóëàöèÿ. (Òóê è ïî-äîëó ùå ñïàçâàìå âñè÷êè îçíà÷åíèÿ è
äåôèíèöèè íàïðàâåíè äî ñåãà.)

Ïúðâî ùå äåôèíèðàìå n−2 íà áðîé ÷àñòè÷íî ëèíåéíè ìðåæè îò êðèâè ñ íîñèòåë
âúðõó {cs, cs+1, cs+2}, s = 1, 2, ..., n− 2.

Çà âñÿêî s = 1, 2, ..., n− 2 äà ðàçãëåäàìå ñëåäíàòà ëèíåéíà ñèñòåìà íà íåèçâåñò-
íèòå λ

(s)
1 , λ

(s)
2 , λ

(s)
3 :





λ
(s)
1

xs − x0

||cs|| + λ
(s)
2

xs+1 − x0

||cs+1|| + λ
(s)
3

xs+2 − x0

||cs+2|| = 0

λ
(s)
1

ys − y0

||cs|| + λ
(s)
2

ys+1 − y0

||cs+1|| + λ
(s)
3

ys+2 − y0

||cs+2|| = 0

λ
(s)
1 + λ

(s)
2 + λ

(s)
3 = 1

(1)

Îò ñâîéñòâàòà íà T (c), ëåñíî ñå âèæäà, ÷å äåòåðìèíàíòàòà íà (1) íèêîãà íå å 0.
Òîãàâà (1) âèíàãè èìà åäèíñòâåíî ðåøåíèå.

Ïî òîçè íà÷èí íàìèðàìå n− 2 íà áðîé òðîéêè ÷èñëà {λ(s)
1 , λ

(s)
2 , λ

(s)
3 }n−2

s=1 . Çà âñÿêà
îò òåçè òðîéêè ùå êîíñòðóèðàìå ìðåæè îò êðèâè {B̂s}n−2

s=1 âúðõó T ⊂ T (c) òàêè-
âà, ÷å âñÿêà B̂s èìà íîñèòåë ñàìî âúðõó òðèòå ñúñåäíè öåíòðàëíî íàñî÷åíè ðåáðà
cs, cs+1, cs+2.
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Äåôèíèðàìå:

B̂s :=





λ
(s)
1 (1− t

||cs||), 0 ≤ t ≤ ||cs|| ò.å. âúðõó cs;

λ
(s)
2 (1− t

||cs+1||), 0 ≤ t ≤ ||cs+1|| ò.å. âúðõó cs+1;

λ
(s)
3 (1− t

||cs+2||), 0 ≤ t ≤ ||cs+2|| ò.å. âúðõó cs+2;

0 â ïðîòèâåí ñëó÷àé

s = 1, ..., n− 2.

Íàðè÷àìå B̂s, s = 1, ..., n− 2, öåíðàëíî îðèåíòèðàíè áàñèñíè ìðåæè.
Ïî-êúñíî ùå èçïîëçâàìå B̂s çà îñèãóðÿâàíå íà óñëîâèåòî çà ãëàäêîñò â òî÷êàòà

V0 , ò.å. (iv) â äåôèíèöèÿòà íà êëàñà C(Data).
Çà äà ìîæåì äà îñèãóðèì óñëîâèåòî çà ãëàäêîñò â òî÷êèòå Vs, s = 1, 2, ..., n â

äåôèíèöèÿòà íà êëàñà C(Data), ñå íàëàãà äà äåôèíèðàìå îùå n ÷àñòè÷íî ëèíåéíè
ìðåæè îò êðèâè.

Çà âñÿêî s = 1, 2, ..., n− 2 äà ðàçãëåäàìå ñëåäíàòà ëèíåéíà ñèñòåìà íà íåèçâåñò-
íèòå µ

(s+1)
1 , µ

(s+1)
2 , µ

(s+1)
3 :





µ
(s+1)
1

xs+2 − xs+1

||bs+1|| + µ
(s+1)
2

x0 − xs+1

||cs+1|| + µ
(s+1)
3

xs − xs+1

||bs|| = 0

µ
(s+1)
1

ys+2 − ys+1

||bs+1|| + µ
(s+1)
2

y0 − ys+1

||cs+1|| + µ
(s+1)
3

ys − ys+1

||bs|| = 0

µ
(s+1)
1 + µ

(s+1)
2 + µ

(s+1)
3 = 1

(2)

Íåêà ðàçãëåäàìå îùå è ñëåäíèòå äâå ëèíåéíè ñèñòåìè:




µ
(n)
1

x1 − xn

||bn|| + µ
(n)
2

x0 − xn

||cn|| + µ
(n)
3

xn−1 − xn

||bn−1|| = 0

µ
(n)
1

y1 − yn

||bn|| + µ
(n)
2

y0 − yn

||cn|| + µ
(n)
3

yn−1 − yn

||bn−1|| = 0

µ
(n)
1 + µ

(n)
2 + µ

(n)
3 = 1

(3)





µ
(1)
1

x2 − x1

||b1|| + µ
(1)
2

x0 − x1

||c1|| + µ
(1)
3

xn − x1

||bn|| = 0

µ
(1)
1

y2 − y1

||b1|| + µ
(1)
2

y0 − y1

||c1|| + µ
(1)
3

yn − y1

||bn|| = 0

µ
(1)
1 + µ

(1)
2 + µ

(1)
3 = 1

(4)
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Äåòåðìèíàíòèòå íà (2) ïðè s = 1, ..., n−2, êàêòî è íà (3) è (4) íèêîãà íå ñà ðàâíè
íà 0. Òîãàâà (2),(3) è (4) âèíàãè èìàò åäèíñòâåíî ðåøåíèå.

Ïî òîçè íà÷èí íàìèðàìå n íà áðîé òðîéêè ÷èñëà {µ(s)
1 , µ

(s)
2 , µ

(s)
3 }n

s=1. Çà âñÿêà îò
òåçè òðîéêè ùå êîíñòðóèðàìå ÷àñòè÷íî ëèíåéíè ìðåæè {D̂s}n

s=1 âúðõó T ⊂ T (c)
òàêèâà, ÷å âñÿêà D̂s èìà íîñèòåë ñàìî âúðõó äâe ñúñåäíè ãðàíè÷íè ðåáðà è åäíî
öåíòðàëíî íàñî÷åíî ðåáðî ìåæäó äâàòà ñúñåäà.

Çà s = 2, ..., n äåôèíèðàìå:

D̂s :=





µ
(s)
1 (1− t

||bs||), 0 ≤ t ≤ ||bs|| ò.å. âúðõó bs;

µ
(s)
2 (1− t

||cs||), 0 ≤ t ≤ ||cs|| ò.å. âúðõó cs;

µ
(s)
3 (1− t

||bs−1||), 0 ≤ t ≤ ||bs−1|| ò.å. âúðõó bs−1;

0 â ïðîòèâåí ñëó÷àé.

Îùå äåôèíèðàìå:

D̂1 :=





µ
(1)
1 (1− t

||b1||), 0 ≤ t ≤ ||b1|| ò.å. âúðõó b1;

µ
(1)
2 (1− t

||c1||), 0 ≤ t ≤ ||c1|| ò.å. âúðõó c1;

µ
(1)
3 (1− t

||bn||), 0 ≤ t ≤ ||bn|| ò.å. âúðõó bn;

0 â ïðîòèâåí ñëó÷àé

Íàðè÷àìå D̂s, s = 1, ..., n, ãðàíè÷íè áàñèñíè ìðåæè.
Ïî-êúñíî ùå èçïîëçâàìå D̂s çà îñèãóðÿâàíå íà óñëîâèåòî çà ãëàäêîñò â òî÷êèòå

Vi, i = 1, 2, ..., n , ò.å. (v) â äåôèíèöèÿòà íà êëàñà C(Data) .

2.5 Ëåìè.

Àêî çà çâåçäà-òðèàíãóëàöèÿòà T (c),îòíîâî ðàçãëåäàìå ðåøåíèÿòà íà (1), (2), (3)
è (4), ëåñíî ñå äîêàçâà:

Ëåìà À
Àêî {λ(s)

1 , λ
(s)
2 , λ

(s)
3 }n−2

s=1 å ðåøåíèå íà (1), {µ(s)
1 , µ

(s)
2 , µ

(s)
3 }n

s=1 å ðåøåíèå íà (2),(3)
è (4), òî:
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(i)





(a) λ
(s)
1 > 0, λ

(s)
3 > 0

(b) àêî ≺ (cs, cs+2) < π, òî λ
(s)
2 < 0;

(c) àêî ≺ (cs, cs+2) > π, òî λ
(s)
2 > 0;

(d) àêî ≺ (cs, cs+2) = π, òî λ
(s)
2 = 0 è λ

(s)
1 = λ

(s)
3 = 1/2.





s = 1, ..., n− 2;

(ii)
{
µ

(s)
1 > 0, µ

(s)
2 < 0, µ

(s)
3 > 0

}
s = 1, ..., n.

Íåêà
F̂ = F̂(c)

⋃
F̂(b) = {{fs(t)}n

s=1, {gs(t)}n
s=1}

F̂ ∗ = F̂ ∗
(c)

⋃
F̂ ∗

(b) = {{f ∗s (t)}n
s=1, {g∗s(t)}n

s=1}
ñà äâå ìðåæè îò êðèâè âúðõó çâåçäà-òðèàíãóëàöèÿòà T (c), òàêèâà ÷å:

fs(t), f
∗
s (t) ∈ L2[0, ||cs||], s = 1, 2, ..., n;

gs(t), g
∗
s(t) ∈ L2[0, ||bs||], s = 1, 2, ..., n.

Äåôèíèðàìå ñêàëàðíî ïðîèçâåäåíèå :

< F̂ , F̂ ∗ >:=
n∑

i=1

∫ ||ci||

0
fi(t)f

∗
i (t) dt +

n∑

i=1

∫ ||bi||

0
gi(t)g

∗
i (t) dt.

Ïî-äîëó ùå èçïîëçâàìå è ñëåäíîòî îçíà÷åíèå çà < F̂ , F̂ ∗ > :

< F̂ , F̂ ∗ >=
∫

(T )
F̂ F̂ ∗.

Àêî
F̂ = F̂(c)

⋃
F̂(b) = {{fs(t)}n

s=1, {gs(t)}n
s=1}

å ìðåæà îò êðèâè, ùå èçïîëçâàìå è ñëåäíèòå îçíà÷åíèÿ:
∫

(c)
F̂ :=

n∑

i=1

∫ ||ci||

0
fi(t) dt è

∮

(b)
F̂ :=

n∑

i=1

∫ ||bi||

0
gi(t) dt.

Àêî
F̂ = F̂(c)

⋃
F̂(b) = {{fs(t)}n

s=1, {gs(t)}n
s=1}

å îò êëàñà W [T ] òî ñ F̂
′′ áåëåæèì :

F̂
′′

:= {{f ′′s (t)}n
s=1, {g

′′
s (t)}n

s=1}

Ëåìà Â (Peano - ëåìà)
Íåêà F̂ = {{fs(t)}n

s=1, {gs(t)}n
s=1} ∈ W [T ].

F̂ å îò êëàñà C(Data) òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî:

< F̂ ′′, B̂s > = ws , s = 1, ..., n− 2; < F̂ ′′, D̂s > = ds , s = 1, ..., n, (5)
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êúäåòî B̂s ñà öåíòðàëíî îðèåíòèðàíèòå áàçèñíè ìðåæè, D̂s ñà ãðàíè÷íèòå áàçèñíè
ìðåæè, à ÷èñëàòà ws, ds ñà:

ws :=
λ

(s)
1

||cs||(zs − z0) +
λ

(s)
2

||cs+1||(zs+1 − z0) +
λ

(s)
3

||cs+2||(zs+2 − z0) ; s = 1, ..., n− 2. (6)

ds :=
µ

(s)
1

||bs||(zs+1 − zs) +
µ

(s)
2

||cs||(z0 − zs) +
µ

(s)
3

||bs−1||(zs−1 − zs) ; s = 2, ..., n− 1. (7)

d1 :=
µ

(1)
1

||b1||(z2 − z1) +
µ

(1)
2

||c1||(z0 − z1) +
µ

(1)
3

||bn||(zn − z1) . (8)

dn :=
µ

(n)
1

||bn||(z1 − zn) +
µ

(n)
2

||cn||(z0 − zn) +
µ

(n)
3

||bn−1||(zn−1 − zn) . (9)

Ëåìà Ñ
Öåíòðàëíî îðèåíòèðàíèòå è ãðàíè÷íè áàçèñíè ìðåæè îò êðèâè {B̂s}n−2

s=1 , {D̂s}n
s=1

îáðàçóâàò ñèñòåìà îò 2n− 2 íà áðîé ëèíåéíî íåçàâèñèìè ìðåæè.
Ëåìà D
Äàííèòå Data = {T (c); {Vj(xj, yj), zj}n

j=0} ñà ÑÈËÄ òîãàâà è ñàìî òîãàâà,
êîãàòî ÷èñëàòà äåôèíèðàíè â (6), (7), (8), (9) ñà ñòðîãî ïîëîæèòåëíè.

Äîêàçàòåëñòâîòî íà ãîðíèòå ÷åòèðè ëåìè å ñúùîòî êàêòî â [3] . Òóê íèå ñìå
ïðîìåíèëè ñàìî îçíà÷åíèÿòà. Ïðè÷èíàòà äà ïðîìåíèì îçíà÷åíèÿòà å äà ïðåäñòàâèì
ñâîéñòâàòà íà åäíà ìðåæà îò êðèâè F̂ = F̂(c)

⋃
F̂(b) = {{fs(t)}n

s=1, {gs(t)}n
s=1} êàòî

ñâîéñòâà âúðõó öåíòðàëíî íàñî÷åíèòå ðåáðà è ñâîéñòâà âúðõó ãðàíè÷íèòå ðåáðà.
Äà ïðèïîìíèì, ÷å âñÿêà ìðåæà îò êðèâè å äåôèíèðàíà âúðõó ìíîæåñòâîòî T =

c + b ⊂ T (c). Òîãàâà íåêà íàïðàâèì ñëåäíèòå îçíà÷åíèÿ ïðè ïðîèçâîëíà ìðåæà îò
êðèâè F̂ = F̂(c)

⋃
F̂(b) = {{fs(t)}n

s=1, {gs(t)}n
s=1}:

F̂(c) := F̂(c)(V ) :=





F̂ (V ) ïðè V ∈ c;

0 ïðè V ∈ b;

F̂(b) := F̂(b)(V ) :=





F̂ (V ) ïðè V ∈ b;

0 ïðè V ∈ c.

Çà âñÿêà åäíîìåðíà ôóíêöèÿ ϕ : Ω ⇒ R ; Ω ⊆ R íåêà äà èçïîëçâàìå îçíà÷åíèåòî:

[ϕ]+ := [ϕ(t)]+ :=

{
ϕ(t) àêî ϕ(t) > 0, t ∈ Ω;
0 àêî ϕ(t) ≤ 0, t ∈ Ω.

Àêî α ∈ R, òî [ϕ]α+ :=
(
[ϕ]+

)α.

Ëåìà 1 Çà ïðîèçâîëíè ðåàëíè ÷èñëà {αs}n−2
s=1 ; {βj}n

j=1 è çà âñÿêî ÷èñëî q > 1 èìàìå:

(a)
∫

(c)




n−2∑

s=1

αsB̂s +
n∑

j=1

βjD̂j(c)




+




n−2∑

s=1

αsB̂s +
n∑

j=1

βjD̂j(c)


 =

∫

(c)




n−2∑

s=1

αsB̂s +
n∑

j=1

βjD̂j(c)




2

+

(b)
∮

(b)




n∑

j=1

βjD̂j(b)




q−1

+




n∑

j=1

βjD̂j(b)


 =

∮

(b)




n∑

j=1

βjD̂j(b)




q

+

.
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Äîêàçàòåëñòâî: Äîêàçàòåëñòâîòî íà (a) è (b) å ñúâñåì ïðîñòî - òðÿáâà ñàìî äà
ñå ïðîñëåäÿò äîñåãà íàïðàâåíèòå îçíà÷åíèÿ, äåôèíèöèè è äà ïðèëîæèì ñëåäíîòî
î÷åâèäíî òâúðäåíèå (ïðè q = 2 çà (a)):

Òâúðäåíèå. Àêî f å åäíîìåðíà ôóíêöèÿ, òî çà âñÿêî q > 1:

f [f ]q−1
+ = [f ]q+ .

3 Åêñòðåìàëíè ïðîáëåìè âúðõó ðåáðàòà â êëàñà îò
ìðåæè C(Data).

Çàáåëåæêà 1 Âñè÷êè ðåçóëòàòè, êîèòî ñà öèòèðàíè ïî-äîëó â òîçè ïàðàãðàô,
ñà ïîëó÷åíè â îáùèÿ ñëó÷àé íà äàííè âúðõó âúðõîâåòå íà òðèúãúëíèöèòå îò ïðî-
èçâîëíà òðèàíãóëàöèÿ â R2. Òóê íèå ñìå èçëîæèëè òåçè ðåçóëòàòè çà ëîêàëíè
äàííè âúðõó çâåçäà-òðèàíãóëàöèÿ â ñìèñúëà íà âúâåäåíèòå è ïîëó÷åíè äî òóê îç-
íà÷åíèÿ, äåôèíèöèè, ëåìè.

Íåêà ñà äàäåíè ëîêàëíèòå äàííè Data:= {T (c); {Vi, zi}n
i=0} â ñìèñúëà íà Äåôè-

íèöèÿ 3. Â ñåðèÿ ðàáîòè íà G.M.Nielson, êàòî íàïðèìåð [1] è [2], å ðàçãëåäàí ñëåäíèÿ
åêñòðåìàëåí ïðîáëåì:

(P)2 Òúðñèì F̂ ∈ C(Data), ìèíèìèçèðàùà ôóíêöèîíàëà
∫

(c)
(F̂ ′′)2 +

∮

(b)
(F̂ ′′)2.

Â ñâîèòå ðåçóëòàòè G.M.Nielson íàïúëíî õàðàêòåðèçèðà åäèíñòâåíîòî ðåøåíèå
íà òîçè åêñòðåìàëåí ïðîáëåì, ÷ðåç òåîðåìà, çà êîÿòî ùå ñòàíå äóìà ïî-äîëó.

Íåêà îçíà÷èì ñ

C+(Data) := {F̂} òàêèâà, ÷å F̂ ∈ C(Data) è F̂ ′′(V ) ≥ 0 , V ∈ T.

Â [3] å ïîñòàâåí àíàëîãè÷åí íà ãîðíèÿ åêñòðåìàëåí ïðîáëåì, ñ äîïúëíèòåëíîòî
îãðàíè÷åíèå çà èçïúêíàëîñò íà ìðåæàòà îò êðèâè âúðõó ðåáðàòà íà òðèúãúëíèöèòå
îò òðèàíãóëàöèÿòà:

(P)+
2 Òúðñèì F̂ ∈ C+(Data), ìèíèìèçèðàùà ôóíêöèîíàëà

∫

(c)
(F̂ ′′)2 +

∮

(b)
(F̂ ′′)2.

Â [3] å ïðåäëîæåí åäèí îáù ïîäõîä ïðè ðåøàâàíåòî íà ãîðíèòå äâà åêñòðåìàë-
íè ïðîáëåìà. Òîçè ïîäõîä ñúâñåì íå å îðèãèíàëåí, òúé êàòî å èçïîëçâàí îòäàâíà
çà åäíîìåðíè, ëèíåéíè åêñòðåìàëíè çàäà÷è, ÷èåòî ðåøåíèå å åñòåñòâåíà êóáè÷íà
ñïëàéí ôóíêöèÿ è å óäîáåí, êîãàòî ðåøàâàìå àíàëîãè÷íàòà åêñòðåìàëíà çàäà÷à ïðè
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äîïúëíèòåëíîòî èçèñêâàíå çà çàïàçâàíå íà ôîðìàòà - èçèñêâàíå, êîåòî ïðåâðúùà
çàäà÷àòà â íåëèíåéíà. Íàé-îáùî è ãðóáî êàçàíî òîçè ïîäõîä ñå ñúñòîè â ñëåäíèòå
ïîñëåäîâàòåëíè ñòúïêè:

1) Îïðåäåëÿ ñå áàçèñíà ñèñòåìà îò ëèíåéíî íåçàâèñèìè îáåêòè, òàêèâà ÷å å
âàëèäíà (Peano - ëåìà) îò òèï Ëåìà Â â ïàðàãðàô 2.5, ñ êîåòî ñå õàðàêòåðèçèðà
êëàñà îò îáåêòè, â êîèòî òúðñèì ìèíèìóì (ñ èëè áåç îãðàíè÷åíèÿ) íà íÿêàêúâ
ôóíêöèîíàë, èëè ïîëóíîðìà.

2) Êàòî ñå èçïîëçâà äîêàçàíàòà (Peano - ëåìà) è íåðàâåíñòâîòî íà Êîøè-
Øâàðö (â L2 çàäà÷è), íåðàâåíñòâîòî íà Õüîëäåð (â Lp çàäà÷è) ñå äîêàçâà Òåîðåìà
îò ïðàâ òèï, à èìåííî - àêî îáåêò îò êëàñà, â êîéòî ìèíèìèçèðàìå, å îò îïðåäåëåí
âèä (êîéòî çàâèñè îò áàçèñíàòà ñèñòåìà), òî òîé ðåøàâà åêñòðåìàëíèÿ ïðîáëåì.

3) Äîêàçâà ñå Òåîðåìà îò îáðàòåí òèï, à èìåííî - ñúùåñòâóâà (åäèíñòâåí) îáåêò
îò êëàñà, â êîéòî ìèíèìèçèðàìå, îò îïðåäåëåíèÿ â Òåîðåìàòà îò ïðàâ òèï âèä.

Èçïîëçâàéêè òîçè ïîäõîä å ðàáîòåíî â [4], [5], [6], [7] è äð.
Õàðàêòåðíî çà åêñòðåìàëíèòå çàäà÷è áåç îãðàíè÷åíèÿ å, ÷å òå âîäÿò äî ðåøàâà-

íåòî íà ñèñòåìà ëèíåéíè óðàâíåíèÿ (çà òîâà ïîíÿêîãà ãè íàðè÷àìå ëèíåéíè çàäà÷è),
çà ðàçëèêà îò åêñòðåìàëíèòå çàäà÷è ñ îãðàíè÷åíèÿ, êîèòî âîäÿò äî ðåøàâàíåòî íà
íåëèíåéíà ñèñòåìà óðàâíåíèÿ.

Êîãàòî å ðåøåíà Lp åêñòðåìàëíà çàäà÷à ñ èëè áåç îãðàíè÷åíèÿ, îáèêíîâåíî ìîæå
äà ðåøèì è ñúîòâåòíàòà L∞ çàäà÷à ÷ðåç ãðàíè÷åí ïðåõîä ïðè p →∞.

Â [3] å ïðåäîêàçàíà ñëåäíàòà òåîðåìà íà G.M.Nielson çà ïðîáëåìà áåç îãðàíè÷å-
íèÿ (P )2, êàòî å èçïîëçâàí ïîäõîäà îïèñàí îò 1), 2), 3) ïî-ãîðå:

Òåîðåìà À. (G.M.Nielson)
Íåêà ñà äàäåíè ëîêàëíèòå äàííè Data := {T (c), {Vi, zi}n

i=0}. Òîãàâà ïðîáëåìúò
(P )2 èìà åäèíñòâåíî ðåøåíèå Ŝ ∈ C(Data), êúäåòî Ŝ ′′ å âúâ âèäà:

Ŝ ′′ =
n−2∑

s=1

αsB̂s +
n∑

j=1

βjD̂j.

Ïðè òîâà êîôèöèåíòèòå {αk}n−2
k=1 ; {βr}n

r=1 ñå îïðåäåëÿò êàòî åäèíñòâåíîòî ðåøå-
íèå íà ëèíåéíàòà ñèñòåìà óðàâíåíèÿ:





∫

(T )
B̂k




n−2∑

s=1

αsB̂s +
n∑

j=1

βjD̂j


 = wk, k = 1, ..., n− 2;

∫

(T )
D̂r




n−2∑

s=1

αsB̂s +
n∑

j=1

βjD̂j


 = dr, r = 1, ..., n,





êúäåòî ÷èñëàòà wk, dr ñà îïðåäåëåíè â (6), (7), (8), (9).
Â [3] å äîêàçàíà è ñëåäíàòà õàðàêòåðèçàöèîííà òåîðåìà çà ïðîáëåìà ñ îãðàíè-

÷åíèÿ (P )+
2 , êàòî å èçïîëçâàí ïîäõîäà îïèñàí îò 1), 2), 3) ïî-ãîðå:

Òåîðåìà Â. ([3])
Äà ïðåäïîëîæèì, ÷å ëîêàëíèòå äàííè Data := {T (c), {Vi, zi}n

i=0} ñà ÑÈËÄ.
Òîãàâà ïðîáëåìúò (P )+

2 èìà åäèíñòâåíî ðåøåíèå Ŝ ∈ C+(Data), êúäåòî Ŝ ′′ å âúâ
âèäà:

Ŝ ′′ =




n−2∑

s=1

αsB̂s +
n∑

j=1

βjD̂j




+

.
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Ïðè òîâà êîôèöèåíòèòå {αk}n−2
k=1 ; {βr}n

r=1 ñå îïðåäåëÿò êàòî åäèíñòâåíîòî ðåøå-
íèå íà íåëèíåéíàòà ñèñòåìà óðàâíåíèÿ:





∫

(T )
B̂k




n−2∑

s=1

αsB̂s +
n∑

j=1

βjD̂j




+

= wk, k = 1, ..., n− 2;

∫

(T )
D̂r




n−2∑

s=1

αsB̂s +
n∑

j=1

βjD̂j




+

= dr, r = 1, ..., n.





4 ×èñëåíî íàìèðàíå íà èçïúêíàëîòî âúðõó ðåáðàòà
åêñòðåìàëíî ðåøåíèå â êëàñà îò ìðåæè C+(Data)

çà ÑÈËÄ.

Êàòî èçïîëçâàìå óñëîâèåòî, ÷å ëîêàëíèòå äàííè Data := {T (c), {Vi, zi}n
i=0} ñà

ÑÈËÄ, ùå ñêèöèðàìå äîêàçàòåëñòâîòî íà ñëåäíîòî âàæíî óòî÷íåíèå íà
Òåîðåìà Â:

Òåîðåìà Â1. Ïðè óñëîâèÿòà è îçíà÷åíèÿòà íà Òåîðåìà Â, èìàìå:

αk > 0 ïðè k = 1, 2, ..., n− 2; βr > 0 ïðè r = 1, 2, ..., n.

Äîêàçàòåëñòâî (ñêèöèðàíî):Ùå äîêàæåì òåîðåìàòà, êàòî èçïîëçâàìå ÷èñëåí
ìåòîä (íà ßêîáè) çà ðåøàâàíåòî íà ñèñòåìàòà îò íåëèíåéíè óðàâíåíèÿ â Òåîðåìà
Â. Òîçè ÷èñëåí ìåòîä ñå ñúñòîè â ñëåäíèòå èòåðàöèè:

Àêî çíàåì âåêòîðà γ(m) = (α
(m)
1 , α

(m)
2 , ..., α

(m)
n−2, β

(m)
1 , β

(m)
2 , ..., β(m)

n ) ∈ R2n−2, òî âåê-
òîðúò
γ(m+1) = (α

(m+1)
1 , α

(m+1)
2 , ..., α

(m+1)
n−2 , β

(m+1)
1 , β

(m+1)
2 , ..., β(m+1)

n ) ∈ R2n−2 íàìèðàìå êàòî
ðåøèì ñëåäíàòà ñèñòåìà íåëèíåéíè óðàâíåíèÿ:





∫

(T )
B̂k


α

(m+1)
k B̂k +

n−2∑

s=1;s6=k

α(m)
s B̂s +

n∑

j=1

β
(m)
j D̂j




+

= wk, k = 1, ..., n− 2;

∫

(T )
D̂r




n−2∑

s=1

α(m)
s B̂s + β(m+1)

r D̂r +
n∑

j=1;j 6=r

β
(m)
j D̂j




+

= dr, r = 1, ..., n.





m = 0, 1, 2, ...

Çà íà÷àëíî ïðèáëèæåíèå èçïîëçâàìå âåêòîðà γ(0) = (α
(0)
1 , α

(0)
2 , ..., α

(0)
n−2, β

(0)
1 , β

(0)
2 , ..., β(0)

n ) :=
(0, 0, ..., 0, 0, 0, ..., 0) ∈ R2n−2.

Íåêà ïðèåìåì ñëåäíàòà òåðìèíîëîãèÿ:
Êàçâàìå, ÷å âåêòîðúò Rs 3 γ = (γ1, γ2, ..., γs) å ïî-ìàëúê îò âåêòîðà Rs 3 γ =

(γ1, γ2, ..., γs) àêî γi < γi ïðè i = 1, 2, ..., s è îòáåëÿçâàìå òîâà ñúñ ñèìâîëà γ << γ.
Çà èòåðàöèîííèÿ ïðîöåñ äåôèíèðàí ïî-ãîðå ìîæå äà ñå äîêàæàò ñëåäíèòå òâúð-

äåíèÿ:
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(i) Èòåðàöèîííèÿò ïðîöåñ å êîðåêòíî äåôèíèðàí, ò.å. êàêòî è äà ïîäáåðåì âåê-
òîðà γ(m) = (α

(m)
1 , α

(m)
2 , ..., α

(m)
n−2, β

(m)
1 , β

(m)
2 , ..., β(m)

n ) ∈ R2n−2, âèíàãè ìîæå (ïî åäèíñò-
âåí íà÷èí) äà íàìåðèì γ(m+1) = (α

(m+1)
1 , α

(m+1)
2 , ..., α

(m+1)
n−2 , β

(m+1)
1 , β

(m+1)
2 , ..., β(m+1)

n ) ∈
R2n−2 - òàêúâ, ÷å ãîðíàòà ñèñòåìà óðàâíåíèÿ å óäîâëåòâîðåíà.

(ii) Àêî γ(m) << γ(m+1), òî γ(m+1) << γ(m+2).
(iii) γ(0) << γ(1).
(iv) Ñúùåñâóâà ïîëîæèòåëíà êîíñòàíòà M , çàâèñåùà ñàìî îò äàííèòå

Data = {T (c); {Vj(xj, yj), zj}n
j=0} òàêàâà, ÷å çà âñåêè öåëè

m (0 ≤ m); k (1 ≤ k ≤ n − 2); r (1 ≤ r ≤ n), èìàìå α
(m)
k ≤ M, β(m)

r ≤ M , ò.å.
âåêòîðíàòà ðåäèöà {γ(m)}∞m=0 å îãðàíè÷åíà îòãîðå.

Ùîì ñà èçïúëíåíè ãîðíèòå óñëîâèÿ, òî γ(m) å ñòðîãî ìîíîòîííî ðàñòÿùà è îã-
ðàíè÷åíà âåêòîðíà ðåäèöà è òúé êàòî γ(0) = (0, ..., 0), òî òåîðåìàòà å âàëèäíà. Íåêà
èçðè÷íî îòáåëåæèì, ÷å çà äîêàçàòåëñòâîòî íà (ii) å íåîáõîäèìî äà ñå èçïîëçâà
Ëåìà À - (ii), à òîâà óñëîâèå å èçïúëíåíî ñàìî êîãàòî ìíîæåñòâîòî b å ñòðîãî
èçïúêíàë çàòâîðåí ïîëèãîí, ò.å. ïðè ÑÈËÄ.

5 Èçïúêíàëè åêñòðåìàëíè ïðîáëåìè îò ñìåñåí òèï
â êëàñà îò ìðåæè C+(Data).

5.1 Ïðîáëåìúò (P )2,p ; 1 < p < ∞.

Íàâñÿêúäå ïî-äîëó ùå ïðåäïîëàãàìå, ÷å Data:= {T (c); {Vi, zi}n
i=0} ñà ÑÈËÄ â

ñìèñúëà íà Äåôèíèöèÿ 4.
Çà âñÿêî p ; 1 < p < ∞ ; 1

p
+ 1

q
= 1 è F̂ ∈ C+(Data) äà äåôèíèðàìå ôóíêöèîíàëà:

L2,p(F̂ ) :=

(∫

(c)
(F̂ ′′)2

) 1
2

+ max{1, θp}
(∮

(b)
(F̂ ′′)p

) 1
p

,

êúäåòî θp = θp(F̂ ) å òàêîâà, ÷å:
(∮

(b)
(F̂ ′′)q

) 1
q

= θp

(∮

(b)
(F̂ ′′)p

) 1
p

.

Ëåìà 2 Àêî F̂ ∈ C+(Data), òî ôóíêöèîíàëèòå L2,p(F̂ ), L2,q(F̂ ) ñà êîðåêòíî äå-
ôèíèðàíè, òúé êàòî θp > 0 è θq > 0.

Äîêàçàòåëñòâî:
Òúé êàòî F̂ ∈ C+(Data), òî

(∮

(b)
(F̂ ′′)q

) 1
q

≥ 0 è
(∮

(b)
(F̂ ′′)p

) 1
p

≥ 0.
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Àêî äîïóñíåì, ÷å êîé äà å îò ãîðíèòå äâà èíòåãðàëà å ðàâåí íà 0, òî ñëåäâà, ÷å
F̂ ′′(V ) = 0, V ∈ b, à òîâà å ïðîòèâîðå÷èå ñ èçèñêâàíåòî äàííèòå äà ñà ÑÈËÄ è
F̂ ∈ C+(Data). Ñëåäîâàòåëíî íåðàâåíñòâàòà íàïèñàíè ïî-ãîðå ñà ñòðîãè. Îò òîâà
ñëåäâà, ÷å â äåôèíèöèÿòà íà L2,p(F̂ ) ÷èñëîòî θp > 0 è â äåôèíèöèÿòà íà L2,q(F̂ )
÷èñëîòî θq > 0.

Äà äåôèíèðàìå îáè÷àéíàòà Lp íîðìà â ïðîñòðàíñòâîòî îò ìðåæè îò êðèâè âúðõó
çâåçäà-òðèàíãóëàöèÿ:

Íåêà 1 ≤ p < ∞ è

F̂ = F̂(c)

⋃
F̂(b) = {{fs(t)}n

s=1, {gs(t)}n
s=1}

å ìðåæà îò êðèâè âúðõó T , çà êîÿòî :

(i) fs(t) ñúùåñòâóâà ï.í. è å îãðàíè÷åíà â [0, ||cs||], s = 1, 2, ..., n;

(ii) gs(t) ñúùåñòâóâà ï.í. è å îãðàíè÷åíà â [0, ||bs||], s = 1, 2, ..., n.

Äåôèíèðàìå:

||F̂ ||p :=

(∫

(c)

n∑

s=1

|fs|p +
∮

(b)

n∑

s=1

|gs|p
) 1

p

.

Ñëåä òåçè îçíà÷åíèÿ ìîæå äà äåôèíèðàìå ôóíêöèîíàëà L2,p(F̂ ) êàòî:

L2,p(F̂ ) := ||F̂ ′′
(c)||2 + max{1, θp}||F̂ ′′

(b)||p,

êúäåòî θp = θp(F̂ ) å òàêîâà, ÷å:

||F̂ ′′
(b)||q = θp||F̂ ′′

(b)||p,

èëè

L2,p(F̂ ) := ||F̂ ′′
(c)||2 + max{||F̂ ′′

(b)||p, ||F̂
′′
(b)||q}.

×èñëîòî θp ùå íàðå÷åì p - ôàêòîð èëè ïðîñòî ôàêòîð. Äâîéêàòà p è q - ôàêòîðè
ùå íàðå÷åì ñïðåãíàòà.

Ëåìà 3 Íåêà F̂ ∈ C+(Data). Òîãàâà, àêî çà ñïðåãíàòàòà äâîéêà (θp, θq) å èçïúë-
íåíî θq < 1, òî θp > 1.

Äîêàçàòåëñòâî:
Îò ãîðíèòå äåôèíèöèè è Ëåìà 2, ïîëó÷àâàìå:

0 < θpθq = 1.

ò.å. θp > 1, òúé êàòî θq < 1.

Òâúðäåíèå (àíàëîãè÷íî íà íåðàâåíñòâîòî íà Õüîëäåð).
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Íåêà 1 < p < ∞, 1
p

+ 1
q

= 1 è íåêà F̂ , Ĝ ∈ C+(Data) . Òîãàâà:

L2,p(F̂ ) L2,q(Ĝ) ≥< F̂ ′′, Ĝ′′ > . (10)

Äîêàçàòåëñòâî:
Íåêà L2,p(F̂ ) = ||F̂ ′′

(c)||2 + max{1, θ1}||F̂ ′′
(b)||p, êúäåòî θ1 å òàêîâà, ÷å ||F̂ ′′

(b)||q =

θ1||F̂ ′′
(b)||p, ò.å. θ1 ≥ 1.

L2,q(Ĝ) = ||Ĝ′′
(b)||2+max{1, θ2}||Ĝ′′

(b)||q, êúäåòî θ2 å òàêîâà, ÷å ||Ĝ′′
(b)||p = θ2||Ĝ′′

(b)||q,
ò.å. θ2 ≥ 1.
Òîãàâà:

L2,p(F̂ ) L2,q(Ĝ) =
(
||F̂ ′′

(c)||2 + max{1, θ1}||F̂ ′′
(b)||p

) (
||Ĝ′′

(c)||2 + max{1, θ2}||Ĝ′′
(b)||q

)

≥ ||F̂ ′′
(c)||2||Ĝ

′′
(c)||2 + max{1, θ1}max{1, θ2}||F̂ ′′

(b)||p||Ĝ
′′
(b)||q

≥ ||F̂ ′′
(c)||2||Ĝ

′′
(c)||2 + ||F̂ ′′

(b)||p||Ĝ
′′
(b)||q ≥< F̂

′′
(c), Ĝ

′′
(c) > + < F̂

′′
(b), Ĝ

′′
(b) >=< F̂ ′′, Ĝ′′ >,

êúäåòî çà ïîëó÷àâàíåòî íà ïîñëåäíîòî íåðàâåíñòâî èçïîëçâàìå íåðàâåñòâîòî íà
Êîøè-Øâàðö (ò.å. Õüîëäåð ïðè p = 2) è íåðàâåñòâîòî íà Õüîëäåð.

Äà ðàçãëåäàìå ñëåäíèÿ ïðîáëåì:
(P)2,p Òúðñèì F̂ ∈ C+(Data) ìèíèìèçèðàùà ôóíêöèîíàëà L2,p(F̂ ).

Çàáåëåæêà 2 Åêñòðåìàëíèÿò ïðîáëåì ñ îãðàíè÷åíèÿ (P )2,p íàðè÷àìå îò ñìåñåí
òèï, òúé êàòî ìèíèìèçèðàìå â L2 ñìèñúë ïî öåíòðàëíî íàñî÷åíèòå ðåáðà íà
çâåçäà-òðèàíãóëàöèÿòà è â Lp ñìèñúë ïî ãðàíè÷íèòå ðåáðà. Òîâà ñå ïðàâè, çà äà
ìîæå äà ñå õàðàêòåðèçèðà ðåøåíèåòî íà (P )2,∞ (íàïðàâåíî â ïàðàãðàô 5.2), êîåòî
ðåøåíèå ïðèòåæàâà âàæíè ñâîéñòâà.

Åäèí îò îñíîâíèòå ðåçóëòàòè íà òàçè ðàáîòà å ñëåäíàòà òåîðåìà:

Òåîðåìà 1 Íåêà Data:= {T (c); {Vi, zi}n
i=0} ñà ÑÈËÄ â ñìèñúëà íà Äåôèíèöèÿ 4.

Àêî ñúùåñòâóâà Ŝ = Ŝq ∈ C(Data) òàêàâà, ÷å

Ŝ ′′ =




n−2∑

s=1

αsB̂s +
n∑

j=1

βjD̂j(c)




+

+




n∑

j=1

βjD̂j(b)




q−1

+

; (11)

êúäåòî {αs}n−2
s=1 ; {βj}n

j=1 ñà ðåàëíè ÷èñëà, 1 < p < ∞; 1
p

+ 1
q

= 1, òî Ŝ ðåøàâà (P )2,p.

Äîêàçàòåëñòâî:
Î÷åâèäíî îò óñëîâèÿòà íà òåîðåìàòà Ŝ ∈ C(Data) è (11) ñëåäâà Ŝ ∈ C+(Data).

Íåêà F̂ ∈ C+(Data) å ïðîèçâîëíà ìðåæà îò êðèâè.
Òîãàâà ïîëó÷àâàìå ñëåäíàòà ïîðåäèöà îò ðåëàöèè, êàòî â äÿñíàòà ÷àñò íà âñåêè

ðåä ïî-äîëó, ñìå îáÿñíèëè îñíîâàíèåòî çà ñúîòâåòíàòà ðåëàöèÿ:
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L2,p(F̂ ) L2,q(Ŝ) ≥< F̂ ′′, Ŝ ′′ >=
∫

(T )
F̂
′′ (

Ŝ
′′
(c) + Ŝ

′′
(b)

)
(10)− íåðàâåíñòâîòî íà Õüîëäåð

=
∫

(c)
F̂
′′




n−2∑

s=1

αsB̂s +
n∑

j=1

βjD̂j(c)




+

+
∮

(b)
F̂
′′




n∑

j=1

βjD̂j(b)




+

(11)

≥
∫

(c)
F̂
′′




n−2∑

s=1

αsB̂s +
n∑

j=1

βjD̂j(c)


 +

∮

(b)
F̂
′′




n∑

j=1

βjD̂j(b)


 F̂

′′
(V ) ≥ 0 ïðè V ∈ T

=
n−2∑

s=1

αs

∫

(c)
B̂sF̂

′′
+

n∑

j=1

βj

∫

(c)
D̂j(c)F̂

′′
+

n∑

j=1

βj

∮

(b)
D̂j(b)

F̂
′′ ëèíåéíî ïðåîáðàçîâàíèå

=
n−2∑

s=1

αs

∫

(T )
B̂sF̂

′′
+

n∑

j=1

βj

∫

(T )
D̂jF̂

′′ íîñèòåë íà B̂s; D̂j = D̂j(c) + D̂j(b)

=
n−2∑

s=1

αsws +
n∑

j=1

βjdj F̂ ∈ C(Data), (5) Ëåìà Â⇒

=
n−2∑

s=1

αs

∫

(T )
B̂sŜ

′′
+

n∑

j=1

βj

∫

(T )
D̂jŜ

′′
Ŝ ∈ C(Data), (5) Ëåìà Â⇐

=
n−2∑

s=1

αs

∫

(T )
B̂sŜ

′′
+

n∑

j=1

βj

∫

(T )
D̂j(c)Ŝ

′′
+

n∑

j=1

βj

∫

(T )
D̂j(b)

Ŝ
′′

D̂j = D̂j(c) + D̂j(b)

=
n−2∑

s=1

αs

∫

(c)
B̂sŜ

′′
(c) +

n∑

j=1

βj

∫

(c)
D̂j(c)Ŝ

′′
(c) +

n∑

j=1

βj

∮

(b)
D̂j(b)

Ŝ
′′
(b) íîñèòåë íà B̂s, D̂j(c) , D̂j(b)

=
n−2∑

s=1

αs

∫

(c)
B̂s




n−2∑

s=1

αsB̂s +
n∑

j=1

βjD̂j(c)




+

âèäà íà Ŝ
′′
(c) − (11)

+
n∑

j=1

βj

∫

(c)
D̂j(c)




n−2∑

s=1

αsB̂s +
n∑

j=1

βjD̂j(c)




+

âèäà íà Ŝ
′′
(c) − (11)

+
n∑

j=1

βj

∮

(b)
D̂j(b)




n∑

j=1

βjD̂j(b)




q−1

+

âèäà íà Ŝ
′′
(b) − (11)

=
∫

(c)




n−2∑

s=1

αsB̂s +
n∑

j=1

βjD̂j(c)




+




n−2∑

s=1

αsB̂s +
n∑

j=1

βjD̂j(c)


 ëèíåéíî ïðåîáðàçîâàíèå

+
∮

(b)




n∑

j=1

βjD̂j(b)




q−1

+




n∑

j=1

βjD̂j(b)


 , ëèíåéíî ïðåîáðàçîâàíèå

=
∫

(c)




n−2∑

s=1

αsB̂s +
n∑

j=1

βjD̂j(c)




2

+

+
∮

(b)




n∑

j=1

βjD̂j(b)




q

+

Ëåìà 1

= ||Ŝ ′′
(c)||22 + ||Ŝ ′′

(b)||qq = ||Ŝ ′′
(c)||22 + ||Ŝ ′′

(b)||q−1
q ||Ŝ ′′

(b)||q
= ||Ŝ ′′

(c)||22 + ||Ŝ ′′(b)||p||Ŝ
′′
(b)||q. âèæ (∗)

Ïîñëåäíîòî ðàâåíñòâî å âàëèäíî, òúé êàòî ïðè q > 1

(∗) ||Ŝ ′′(b)||q−1
q =

[∮

(b)

(
Ŝ ′′(b)

)q
]1− 1

q

=

[∮

(b)

(
Ŝ ′′(b)

)q q−1
q−1

] 1
p

=

{∮

(b)

[(
Ŝ ′′(b)

)q−1
]p

} 1
p

= ||Ŝ ′′(b)||p.
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Îò ãîðíîòî ïîëó÷àâàìå:

L2,p(F̂ ) L2,q(Ŝ) ≥ ||Ŝ ′′
(c)||22 + ||Ŝ ′′(b)||p||Ŝ

′′
(b)||q. (12)

Íåêà äîïóñíåì, ÷å çà L2,p(Ŝ), ôàêòîðà θp > 1 . Òîãàâà îò Ëåìà 3 ôàêòîðà θq < 1
è èçïîëçâàéêè äåôèíèöèÿòà íà L2,q(Ŝ) è L2,p(Ŝ) ïîëó÷àâàìå:

L2,q(Ŝ) L2,p(Ŝ) =
[
||Ŝ ′′

(c)||2 + max{1, θq}||Ŝ ′′
(b)||q

] [
||Ŝ ′′

(c)||2 + max{1, θp}||Ŝ ′′
(b)||p

]

=
[
||Ŝ ′′

(c)||2 + ||Ŝ ′′
(b)||q

]

||Ŝ ′′

(c)||2 +
||Ŝ ′′

(b)||q
||Ŝ ′′

(b)||p
||Ŝ ′′

(b)||p

 = ||Ŝ ′′

(c)||22 + ||Ŝ ′′(b)||p||Ŝ
′′
(b)||q.

Ïî ñúùèÿ íà÷èí, àêî äîïóñíåì , ÷å çà L2,p(Ŝ), ôàêòîðà θp < 1, òî:

L2,q(Ŝ) L2,p(Ŝ) = ||Ŝ ′′
(c)||22 + ||Ŝ ′′(b)||p||Ŝ

′′
(b)||q.

Îò òåçè ðàâåíñòâà è (12) ïîëó÷àâàìå:

L2,p(F̂ ) ≥ L2,p(Ŝ),

òúé êàòî L2,q(F̂ ) > 0.

Ëåìà 4 (îñíîâíà ëåìà çà ïîëó÷àâàíå íà îáðàòíè òåîðåìè)
Àêî

wi > 0, i = 1, ..., n− 2 ; di > 0, i = 1, ..., n

è 1 < q, òî 2n− 2 ìåðíàòà ôóíêöèÿ:

Φq(α1, α2, ..., αn−2, β1, β2, ..., βn) :=

∫

(c)




n−2∑

i=1

αiB̂i +
n∑

j=1

βjD̂j(c)




2

+

− 2
n−2∑

i=1

wiαi +
1

q

∮

(b)




n∑

j=1

βjD̂j(b)




q

+

−
n∑

j=1

djβj

(i) ïðèòåæàâà ëîêàëåí ìèíèìóì - R2n−2 3 γq := (α1(q), ..., αn−2(q), β1(q), ..., βn(q));
(ii) ïðè âñåêè 1 < q1 < q2 γq1 >> γq2;
(iii) ïðè âñÿêî 1 < q âåêòîðèòå γq è γ2 ñà ëèíåéíî çàâèñèìè;
(iv) lim

q→1
γq ñúùåñòâóâà. Íåêà ãî îçíà÷èì ñ γ1.

(v) γ1 >> (0, 0, ..., 0).

Äîêàçàòåëñòâî:
Çà äà äîêàæåì ëåìàòà, ùå èçïîëçâàìå ñëåäíîòî
Òâúðäåíèå. Àêî F : Rm ⇒ R ⊂ R å (ñòðîãî) èçïúêíàëà è äèôåðåíöèðóåìà m-

ìåðíà ôóíêöèÿ è àêî çà âñåêè íåíóëåâ âåêòîð Rm 3 α = (α1, α2, ..., αm) å èçïúëíåíî

lim
t→∞F (tα1, tα2, ..., tαm) = ∞ è lim

t→−∞F (tα1, tα2, ..., tαm) = ∞,

òî F ïðèòåæàâà (ëîêàëåí) ìèíèìóì â Rm.
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Òîâà òâúðäåíèå ÷åñòî ñå èçïîëçâà ïðè åêñòðåìàëíè çàäà÷è â èçïúêíàëèÿ àíàëèç.
Êîíêðåòíî çà ïðîáëåìèòå â òàçè ðàáîòà ñìå èçïîëçâàëè ïðèëîæåíèåòî íà ãîðíîòî
òâúðäåíèå çà ïîäîáíè ïðîáëåìè îò [8]. Ïîäîáíè èäåè ñà èçïîëçâàíè è â [5], [6] è [7].

Î÷åâèäíî Φq å èçïúêíàëà è äèôåðåíöèðóåìà ôóíêöèÿ íà àðãóìåíòèòå ñè.
(i−)
Íåêà R2n−2 3 γ := (α1, α2, ..., αn−2, β1, β2, ..., βn) 6= (0, 0, ..., 0) .
Çà γ èìàìå äâà âúçìîæíè ñëó÷àÿ:

I ñëó÷àé. max
{

max
1≤i≤n−2

αi , max
1≤j≤n

βj

}
> 0 èëè

II ñëó÷àé. min
{

min
1≤i≤n−2

αi , min
1≤j≤n

βj

}
< 0.

Òîãàâà, êàòî èçïîëçâàìå ïîëîæèòåëíîñòòà íà ÷èñëàòà dj, wi è óñëîâèåòî q > 1,
âèæäàìå, ÷å:

lim
t→∞Φq(tα1, tα2, ..., tαn−2, tβ1, tβ2, ..., tβn) = ∞,

lim
t→−∞Φq(tα1, tα2, ..., tαn−2, tβ1, tβ2, ..., tβn) = ∞

è â äâàòà ñëó÷àÿ.
Íî òîãàâà, ñïîðåä ãîðíîòî Òâúðäåíèå, äèôåðåíöèðóåìàòà, èçïúêíàëà ôóíêöèÿ

Φq ïðèòåæàâà ìèíèìóì è òîé ñå ïîñòèãà òàì, êúäåòî ñå àíóëèðàò ÷àñòíèòå ïðîèç-
âîäíè íà Φq, ò.å.





∫

(c)
B̂k




n−2∑

s=1

αs(q)B̂s +
n∑

j=1

βj(q)D̂j(c)




+

= wk

k = 1, ..., n− 2;

∫

(c)
D̂r(c)




n−2∑

s=1

αs(q)B̂s +
n∑

j=1

βj(q)D̂j(c)




+

+
∮

(b)
D̂r(b)




n∑

j=1

βj(q)D̂j(b)




q−1

+

= dr

r = 1, ..., n.





(13)

Ñ òîâà äîêàçàõìå, ÷å Φq èìà ìèíèìóì. Òîâà, ÷å òîçè ìèíèìóì å ëîêàëåí ùå
âèäèì ïî-êúñíî.

(ii) ñëåäâà îò âèäà íà Φq. Îò (ii) ñëåäâà, ÷å ìèíèìóìà íà Φq å åäèíñòâåí, ò.å.
óñëîâèåòî (i) å âàëèäíî.

(iii) Àêî ðàçãëåäàìå íåëèíåéíàòà ñèñòåìà (13) ïðè q = 2 > 1, âèæäàìå, ÷å òÿ å
ñúùàòà êàòî íåëèíåéíàòà ñèñòåìà â Òåîðåìà Â îò ïàðàãðàô 3.1.

Ñ òîâà, êàòî èçïîëçâàìå Ëåìà Ñ îò ïàðàãðàô 2.5, äîêàçâàìå (iii).
(iv) è (v) ñëåäâàò îò (iii), (ii) è îò Òåîðåìà Â1 îò ïàðàãðàô 4.

Ñëåä Ëåìà 4 ìîæå äà äîêàæåì îáðàòíà íà Òåîðåìà 1, êàêòî è ãðàíè÷íèÿ ñëó÷àé
p = ∞, q = 1, à èìåííî:

Òåîðåìà 2 Íåêà Data:= {T (c); {Vi, zi}n
i=0} ñà ÑÈËÄ â ñìèñúëà íà

Äåôèíèöèÿ 4.Òîãàâà
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(i) çà âñÿêî p > 1 ñúùåñòâóâàò ðåàëíè ÷èñëà {αs(q) =: αs}n−2
s=1 ; {βj(q) =: βj}n

j=1

è ìðåæà îò êðèâè Ŝq =: Ŝ ∈ C+(Data) òàêèâà, ÷å (11) å óäîâëåòâîðåíî ïðè
q =

p

p− 1
> 1;

(ii) Ãðàíèöèòå lim
q→1

Ŝq, lim
q→1
{αs(q)}n−2

s=1 , lim
q→1

{βj(q)}n
j=1 ñúùåñòâóâàò. Íåêà ãè

îçíà÷èì ñúîòâåòíî ñ Ŝ∞, {αs(∞)}n−2
s=1 , {βj(∞)}n

j=1;

(iii) Âåêòîðúò ({αs(∞)}n−2
s=1 , {βj(∞)}n

j=1) å êîëèíåàðåí ñ âåêòîðà ({αs(2)}n−2
s=1 , {βj(2)}n

j=1);
(iv) {αs(∞) > 0}n−2

s=1 , {βj(∞) > 0}n
j=1.

5.2 Ïðîáëåìúò (P )2,∞.

Íåêà Data:= {T (c); {Vi, zi}n
i=0} ñà ÑÈËÄ â ñìèñúëà íà Äåôèíèöèÿ 4. Â òî-

çè ïàðàãðàô ùå ñå èíòåðåñóâàìå îò ðåøåíèåòî íà ñëåäíèÿ åêñòðåìàëåí ïðîáëåì ñ
îãðàíè÷åíèÿ:

(P)2,∞ Òúðñèì F̂ ∈ C+(Data), ìèíèìèçèðàùà ôóíêöèîíàëà

||F̂ ′′
(c)||2 + max

V ∈b
F̂ ′′(V )

Àêî F̂ å îãðàíè÷åíà ìðåæà îò êðèâè, íåêà ïðèåìåì ñëåäíèãå îçíà÷åíèÿ:
χ(F̂ ) å èçìåðåíàòà äúëæèíà íà íîñèòåëÿ íà F̂ ;
||F̂ ||∞ := lim

p→∞ ||F̂ ||p.
Òîãàâà ïî ñòàíäàðòåí íà÷èí, ïîëó÷àâàìå:

||F̂ ||∞ = max
V ∈T

| F̂ (V ) | χ(F̂ ). (14)

Êàòî èçïîëçâàìå òåîðåìàòà çà ñðåäíèòå ñòîéíîñòè ïîëó÷àâàìå:

||F̂ ||1 ≤ max
V ∈T

| F̂ (V ) |. (15)

Òåîðåìà 3 Ìðåæàòà îò êðèâè Ŝ∞ â Òåîðåìà 2 îò ïðåäèøíèÿ ïàðàãðàô ðåøàâà
(P )2,∞.

Äîêàçàòåëñòâî:
Íåêà F̂ ∈ C+(Data) å ïðîèçâîëíà. Òîãàâà, êàòî èçïîëçâàìå (14) è (15), ïîëó÷à-

âàìå:

lim
p→∞L2,p(F̂ ) = lim

p→∞

[
||F̂ ′′

(c)||2 + max
{
||F̂ ′′

(b)||p, ||F̂
′′
(b)||q

}]
= ||F̂ ′′

(c)||2+max
{
||F̂ ′′

(b)||∞, ||F̂ ′′
(b)||1

}

≤ ||F̂ ′′
(c)||2 + max

V ∈b
F̂ ′′(V ),

èëè
lim
p→∞L2,p(F̂ ) ≤ ||F̂ ′′

(c)||2 + max
V ∈b

F̂ ′′(V ) (16)
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Îò äðóãà ñòðàíà, îò Òåîðåìà 1, çà Ŝ = Ŝq èìàìå

L2,p(F̂ ) ≥ L2,p(Ŝ).

Êàòî èçïîëçâàìå âèäà íà Ŝ
′′ îò (11), (14) è Òåîðåìà 2, îò ãîðíîòî íåðàâåíñòâî

ïîëó÷àâàìå:

lim
p→∞L2,p(F̂ ) ≥ lim

p→∞L2,p(Ŝ) = lim
p→∞

[
||Ŝ ′′

(c)||2 + max {1, θp} ||Ŝ ′′
(b)||p

]

≥ ||Ŝ ′′
∞(c)

||2 + ||Ŝ ′′
∞(b)

||∞ = ||Ŝ ′′
∞(c)

||2 + max
V ∈b

Ŝ
′′
∞(V ),

èëè
lim
p→∞L2,p(F̂ ) ≥ ||Ŝ ′′

∞(c)
||2 + max

V ∈b
Ŝ
′′
∞(V ). (17)

Òåîðåìàòà ñëåäâà îò (16) è (17).

5.3 ×èñëåí ìåòîä çà íàìèðàíåòî íà Ŝ∞.

Ñúùåñòâóâà óäîáåí ÷èñëåí ìåòîä çà íàìèðàíåòî íà Ŝ∞. Áåç äà áúäåì èç÷åðïà-
òåëíè, ùå ðàçãëåäàìå îñíîâíèòå èäåè çà ðåàëèçàöèÿòà ìó. Íåêà îçíà÷èì:

Ŝ = Ŝq = {{f q
s (t)}n

s=1, {gq
s(t)}n

s=1}, Ŝ∞ = {{f∞s (t)}n
s=1, {g∞s (t)}n

s=1}.

Îò Òåîðåìà 2 ñëåäâàò ñëåäíèòå òâúðäåíèÿ:
(i) lim

q→1
Ŝq = Ŝ∞;

(ii) ìðåæàòà îò êðèâè Ŝ∞ èìà îáùà äîïèðàòåëíà ðàâíèíà ñ ìðåæàòà îò êðèâè
Ŝ2 â òî÷êàòà V0;

(iii) {(f∞s )′′(0) > 0}n
s=1;

(iv) ôóíêöèèòå {g∞s (t)}n
s=1} ñà êâàäðàòíè àëãåáðè÷íè ïîëèíîìè ñ åäèí è ñúùè

êîåôèöèåíò - ÷èñëîòî σ > 0 ïðåä t2.
Òåçè ÷åòèðè òâúðäåíèÿ íè äàâàò ñëåäíèÿ
×èñëåí ìåòîä
1) Íàìèðàìå ìðåæàòà îò êðèâè Ŝ2. Îò (ii) ñëåäâà, ÷å òîãàâà ùå çíàåì ÷èñëàòà

{(f∞s )′(0)}n
s=1.

2) Êàòî èçïîëçâàìå (iii) è (iv), ïîñëåäîâàòåëíî ìîæå äà îïðåäåëèì ÷èñëàòà
{(f∞s )′′(0) > 0}n

s=1 è ÷èñëîòî σ > 0. Òóê ñå èçïîëçâà Ïðèíöèïà íà ìàêñèìóìà.
Èìàéêè ïðåäâèä èíòåðïîëàöèîííèòå óñëîâèÿ è âèäà íà Ŝ∞, òàçè èíôîðìàöèÿ å

äîñòàòú÷íà çà îïðåäåëÿíåòî íà Ŝ∞.

6 Èçïúêíàëî áëåíäèðàíå (ïðîäúëæåíèå) íà ìðåæè
îò êðèâè.
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Çàäà÷àòà çà èçïúêíàëî áëåíäèðàíå íà åäíà ìðåæà îò êðèâè
F̂ = {{fs(t)}n

s=1, {gs(t)}n
s=1} ∈ C+(Data); Data ñà ÑÈËÄ, å ñëåäíàòà:

Òúðñèì äâóìåðíà, èçïúêíàëà è äèôåðåíöèðóåìà ôóíêöèÿ F : T (c) ⇒ R òàêàâà,
÷å

F (V ) = F̂ (V ) ïðè V ∈ T.

Êàêòî âå÷å îòáåëÿçàõìå âúâ âúâåäåíèåòî, ñúùåñòâóâàò ìíîæåñòâî ìðåæè â êëà-
ñà C+(Data), êîèòî íå ìîãàò äà áúäàò èçïúêíàëî áëåíäèðàíè. Â îáùèÿ ñëó÷àé
òàêîâà å è ðåøåíèåòî íà èçïúêíàëèÿ åêòðåìàëåí ïðîáëåì (P )+

2 îò ïàðàãðàô 3.
Òóê, íèå ùå áëåíäèðàìå ðåøåíèåòî íà (P)2,∞ â äâóìåðíà, èçïúêíàëà è äèôåðåí-

öèðóåìà ôóíêöèÿ F : T (c) ⇒ R.
Îòíîâî íåêà îòáåëåæèì, ÷å êîãàòî ðàáîòèì ñ ïðîèçâîëåí òðèúãúëíèê ñ âúðõîâå

V1(x1, y1), V2(x2, y2), V3(x3, y3) å óäîáíî çà âñÿêî (x, y) ∈ R2 äà âúâåäåì áàðèöåíòðè÷-
íèòå êîîðäèíàòè B1, B2, B3 äåôèíèðàíè ÷ðåç ðåøàâàíåòî íà óðàâíåíèÿòà:

B1x1 + B2x2 + B3x3 = x
B1y1 + B2y2 + B3y3 = y
B1 + B2 + B3 = 1.





Ñåãà äà îïèøåì àëãîðèòìè÷íî áëåíäèðàíåòî íà ðåøåíèåòî íà (P)2,∞ â äâóìåðíà,
èçïúêíàëà è äèôåðåíöèðóåìà ôóíêöèÿ F : T (c) ⇒ R.

Íåêà ðåøåíèåòî íà (P)2,∞ å ìðåæàòà îò êðèâè F̂ := {{fs(t)}n
s=1, {gs(t)}n

s=1}.
Îò ÷èñëåíèÿ ìåòîä - 2) â ïðåäèøíèÿ ïàðàãðàô ñëåäâà, ÷å ïðè j = 1, 2, ...n:
fj(0)− ||cj|| f ′j(||cj||) =: σ > 0.
I Íåêà îïðåäåëèì ÷èñëîòî σ > 0 îò êîå äà å îò ãîðíèòå ðàâåíñòâà.

Òîãàâà èçâúðøâàìå ñëåäíàòà ïðîöåäóðà:
II Çà (x, y) ∈ R2 è j = 1, ..., n− 1 äà íàìåðèì ÷èñëîòî

0 ≤ t :=
√

(x− x0)2 + (y − y0)2 è áàðèöåíòðè÷íèòå êîîðäèíàòè íà (x, y) - λ, u, ν,
îòíîñíî òðèúãúëíèêà /j = ((x0, y0), (xj, yj), (xj+1, yj+1)). Äåôèíèðàìå ôóíêöèèòå

Sj(x, y) :=

{
ufj+1(t) + (1− u)fj(t) + σu(1− u) àêî u > 0 è ν ≥ 0, λ ≥ 0;
0 â ïðîòèâåí ñëó÷àé.

III Çà (x, y) ∈ R2 äà íàìåðèì ÷èñëîòî
0 ≤ t :=

√
(x− x0)2 + (y − y0)2 è áàðèöåíòðè÷íèòå êîîðäèíàòè íà (x, y) - λ, u, ν,

îòíîñíî òðèúãúëíèêà /n = ((x0, y0), (xn, yn), (x1, y1)). Äåôèíèðàìå ôóíêöèÿòà

Sn(x, y) :=

{
uf1(t) + (1− u)fn(t) + σu(1− u) àêî u > 0 è ν ≥ 0, λ ≥ 0;
0 â ïðîòèâåí ñëó÷àé.

IV Êîíñòðóèðàìå F : T (c) ⇒ R êàòî F (x, y) :=
n∑

j=1

Sj(x, y) + F̂ .
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